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一种求解图分割问题的量子近似优化算法

袁志强，杨思春，阮 越，薛希玲，陶 陶*

（安徽工业大学计算机科学与技术学院，安徽马鞍山 243032）

摘　要：　量子近似优化算法（Quantum Approximate Optimization Algorithm，QAOA）是求解组合优化问题的算法框

架，是近期最有可能展示量子计算优势的算法之一 . 在QAOA框架内，表征解的量子态采取的二进制编码方案导致的对

称性限制了QAOA的性能 . 为了克服这一局限性，本文受Dicke态制备算法的启发，给出了一种新的解编码方案，消除了

现有编码方案中的对称性 . 本文还设计了新的演化算子——星图（Star Graph，SG）算子，及其对应的SG算法，给出了算法

求解图分割问题时的量子电路 . 在 IBM Q上的实验结果显示，星图算法比标准QAO算法平均约有25.3%的性能提升 .
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Quantum Approximate Optimization Algorithm for Graph Partitioning
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Abstract:　Quantum approximate optimization algorithm (QAOA) is an algorithm framework for solving combinatori⁃
al optimization problems. It is regarded as one of the promising candidates to demonstrate the advantages of quantum com⁃
puting in the near future. Within the QAOA framework, the symmetries of quantum states induced by the binary encoding 
scheme restrain the performance of QAOA. Inspired by the Dicke state preparation algorithm, we proposed a new encoding 
scheme that eliminated the symmetry of quantum states representing solutions. Beyond that, we also proposed a novel evolu⁃
tion operator, star graph (SG) mixer, and its corresponding SG algorithm. The quantum circuit implementation of the SG al⁃
gorithm on IBM Q showed the SG algorithm has an average performance improvement of about 25.3% over the standard 
QAOA algorithm in solving the graph partitioning problem.
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1　引言

量子近似优化算法（Quantum Approximate Optimi⁃
zation Algorithm，QAOA）是 Farhi 等人在 2014 年提出的

求解组合优化问题的算法框架［1］. 它是一种启发式的

算法，用于寻找组合优化问题的近似解，实验结果显

示，它在Max-Cut，Max E3-LIN2等问题上可以取得优于

经典随机算法的近似解［1，2］. 该算法被提出后，得到广

泛关注［3~8］. 量子霸权（quantum supremacy）提出者 John 
Preskill认为该算法是最有可能在近期的含噪中型量子

（Noisy Intermediate-Scale Quantum，NISQ）时代展示量

子计算相对于经典计算优势的算法之一［9］.
QAOA 是应用 Trotter 定理对量子绝热算法（Quan⁃

tum Adiabatic Algorithm，QAA）的近似［10，11］，最初被用来
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求解Max-Cut问题 . 它将QAA中随时间演化的哈密顿量

拆分成与时间无关的瞬时哈密顿量，并诱导出两个酉算

子UHB( βt) = e-iβt HB和UHC(γt) = e-iγt HC（t= 12p，HB称为

“混合哈密顿量”对应QAA的初始哈密顿量，HC称为“问题

哈密顿量”对应QAA的终止哈密顿量），然后利用经典优

化过程调节参数β和γ来近似最优绝热演化路径，最终从

演化的终态中获取问题的解［12］，其演化过程可表示为

| βγ  =UHB( βp )UHC(γp )UHB( β1 )UHC(γ1 ) | s       （1）
其中，| s 是初态，β和 γ是需要调节的参数 .

Max-Cut问题是无约束优化问题，但是现实中众多

的优化问题只能规约为有约束的优化问题 . 那么在

QAOA 框架中如何有效地处理问题的约束就成了一个

具有挑战性的问题 . 目前的方法主要有两种 .
一种方法是将约束优化问题转换为二次无约束二

元 优 化（Quadratic Unconstrained Binary Optimization，
QUBO）问题，即在问题哈密顿量 HC 中加入惩罚项

HP
［13］，保证不可行解的期望值比可行解的期望值差 .

基于此，近年来研究者们提出了一些改进方案 . Farhi等
人［14，15］提出的QAOA+通过在执行的过程中简化UHC(γt)
（使用惩罚项HP代替UHC(γt)中的HC），最后再添加修剪

步骤以获取最佳的解方案 . Bravyi等人［16］提出 RQAOA
（Recursive QAOA）通过迭代的方法逐步消除相关的项

以减少问题的规模 . Egger 等人［17］提出的 WSQAOA
（Warm-Starting QAOA）通过制备与经典松弛解相对应的

初始状态来热启动量子优化，试图提高获取解的速度 .
Chai等人［18］提出的 S-QAOA（Shortcuts to QAOA）在已有

ZZ相互作用的基础上，还引入了其他两体相互作用，从

而加速 QAOA 的优化 . 这一类方法在迭代中有一个较

浅的量子电路，但需要在整个空间中搜索最优解，算法

最终输出的概率分布中往往包含非可行解 .
另一种方法是量子交替算符方案（quantum alter⁃

nating operator ansatz）. Hadfield等人［19~21］首次提出了这

一方案，设计了XY混合算子，部分混合算子等，将约束

编码进混合哈密顿量HB，替代HC中的“惩罚”项HP，使

算法的演化始终在可行空间中进行 . 基于此，也有一些

改进方案被提出 . Marsh等人［22］将量子态的演化解释为

在混合哈密顿量HB上的量子行走，通过将优化问题的

约束编码进HB，使量子行走限定在可行解范围内 . Sal⁃
eem 等人［23］提出了动态量子变分（Dynamic Quantum 
Variational Ansatz，DQVA）方法，通过在部分混合算子

中添加更多可调参数来缩短每次迭代的电路深度 . 该

类方法保证了输出的可行解质量，但一步迭代的量子

电路较深（相对于QUBO方案）.
这两种处理约束的方案各有优缺点，但它们处理

线性等式约束问题时，编码解的量子态方案却有一共

同的问题，即表征最优解的量子态有高度的对称性（纠

缠），这限制了QAOA的性能［16］. Bravyi等人［16］发现对于

Max-Cut 的某些实例，经典的 Goemans-Williamson 算法

性能在同样问题规模上优于 QAOA 算法，主要原因是

低深度的量子电路不能制备高度纠缠的量子态 . 比如

Z2 对称态 (| x + | x̄ )/ 2，其中 | x̄ 为 | x 的对称态，虽

然 | x 没有任何纠缠，但其 Z2 对称态是一个高度纠缠

态 . Z2 对称态与 n量子位的Greenberger-Horne-Zeilinger
（GHZ）态 ( )|0

⊗n + |1
⊗n

2 很相似，GHZ 态不能用低

深度电路制备［24］，因此Z2 对称态也不能用低深度电路

制备 . 在拓扑量子序理论中，对称性可能会阻止人们通

过低深度电路制备某些哈密顿量的基态，这被称为对

称性保护［25~27］.
本文受Dicke态制备算法［28］的启发，提出一种新的

表征解的量子态构造方法，消除了对称性（纠缠）所带

来的问题；同时，提出了一种新的编码了约束的混合哈

密顿量HB的构造方法——星图（Star Graph，SG）算子，

及其对应的基于QAOA框架的算法——SG算法，并将其

应用于求解图分割问题［29，30］. 图分割问题是一个 NP难

（Non-deterministic Polynomial Hard，NP-Hard）问题［31，32］，
它可以描述为：给定一个具有N（N为偶数）个顶点的无向

图G= (VE )，将顶点集合V划分为两个大小相等的子集，

使G中连接这两个子集的边的数目最小化［13］.
本文的贡献：

（1）提出了一种新的表征解的量子态构造方法，消

除了量子态的对称性 .
（2）使用星图算子对优化问题的约束进行处理，及

其对应的基于QAOA框架的算法——SG算法 .
（3）给出了SG算法在图分割问题上的量子电路 .

2　相关工作

2. 1　Dicke态制备

Dicke 态［33］是一种纠缠态 . Dicke 态 | Dn
k 的定义为

所有汉明权重为 k的 n个量子比特状态 | x（即所有长度

为n的‘0-1’字符串，正好有 k个‘1’）的相等叠加，即
|

|

|

|
|||
|

|

|
Dn

k =
1

C k
n

∑
xÎ { }01

n
wt ( )x = k

| x （2）

其中，C k
n 为组合数，wt（*）为汉明权重 .

Dicke态具有以下归纳和形式：
|

|

|
||
|
|
|
Dn

k =
k
n

|

|

|
||
|
|
|
Dn - 1

k - 1 ⊗ |

|

|
||
|
|
|
1 +

n - k
n

|

|

|
||
|
|
|
Dn - 1

k ⊗ | 0   （3）
详细的证明过程见文献［28］.
在 QAOA 框架内，演化量子态的初态可以制备为

Dicke态，用于求解具有约束的组合优化问题 . Bärtschi
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等人［28］提出了一种制备Dicke态的电路，该电路使用了

酉算子 Un，k 将输入的经典状态 |0
⊗n - k

|1
⊗k

映射到

Dicke 态（本文使用的量子态以左侧表示低位，右侧表

示高位，比如 |01 ，左侧 0为低位，右侧 1为高位）. 酉算

子Un，k是由酉算子Un-1，k和分裂循环移位（Split & Cyclic 
Shift）酉算子SCSn，k构成，而酉算子Un-1，k又可由Un-2，k和

SCSn-1，k构成，以此类推，最终酉算子Un，k可由一系列的

分裂循环移位酉算子 SCS构成，这里给定 U11 = I，如

图 1所示 . 酉算子 SCSn，k是由一个两比特门和 k-1个三

量子比特门构成，其作用为

SCSnk|0
⊗k + 1 - l

|1
⊗l =

l
n

|0
⊗k + 1 - l

|1
⊗l +

n - l
n

|0
⊗k - l

|1
⊗l

|0
（4）

对于任意 k，即使在线性最近邻（Linear Nearest 
Neighbor，LNN）结构上，该算法也可以在O（n）深度上用

O（kn）量子门制备Dicke态，而无需使用辅助量子位 .

2. 2　QAOA框架内的约束处理策略

对于图分割问题，标准 QAOA 的约束处理策略是

基于 QUBO 的方案，即添加惩罚项将问题哈密顿量HC

定义为式（5）所示形式 . HC是一个对角矩阵，其对角元

素（特征值）表示连接两个子集的边数 . 惩罚项

α ( )∑
i = 1

n

Z i

2

保证任何不可行解对应的特征值不小于所有

可行解对应的特征值，使在搜索最小值时，不可行解的

期望大于可行解的期望 . 要确保惩罚项能起到作用，惩

罚因子 α必须满足 α ≥ min (2∆n)/8，其中 ∆ 是图的最大

度［13］，本文示例中α = 0.5.
HC =

1
2 ∑

( )ij Î E
( )I - Z i Z j + α ( )∑

i = 1

n

Z i

2

（5）
其中，E是给定图的边集，n是顶点数，Zi是泡利Z算符 .
标准 QAOA 的初态 | s ，制备为 |+ ⊗n = 1 2n ∑

x

| x ，混

合哈密顿量HB =∑
i = 1

n

X i，Xi为泡利X算符 .
与标准 QAOA 不同，以下几种算法使用量子交替

算符方案来处理约束 .
（1）环形算法

环形算法的哈密顿量HB被定义为

HB =∑
i = 0

n

X i X i + 1 + Y iY i + 1 （6）
其中，i+1 取模 n，Yi 为泡利 Y 算符 . 环形算法的初态

| s = |Ω |-1/2∑
xÎΩ

| x ，其中Ω为可行解集［12］，x为可行解，

问题哈密顿量 HC = 1/2 ∑
( jk)ÎE

(I - Z j Zk )（不再需要惩罚

项）. 在全连接的体系架构中，环形混合算子可以通过

O（logn）深度的量子门电路实现；LNN架构中，则可以通

过O（n）深度的量子门电路实现［34，35］.
（2）完全图算法

完全图算法的哈密顿量HB被定义为

HB = ∑
( )ij Î E ( )Gn

X i X j + Y iY j （7）
其中，E（Gn）是 n 个顶点的完全图 Gn的边集 . 完全图算

法的初态 | s 和问题哈密顿量HC与环形算法的形式一

致 . 完全图混合算子可以在O（n2）深度的量子门电路上

实现［34］.
（3）统一量子交替算符（Unified Quantum Al-ternat⁃

ing Operator Ansatz，UQAOA）算法

UQAOA算法的混合哈密顿量HB被定义为

HB = ∑
xx'ÎΩd ( )xx' = 2

| x x'| + | x' x | （8）
其中，d（x，x'）是 x 和 x'的汉明距离 . UQAOA 算法的初

态 | s 和问题哈密顿量 HC 与环形算法的形式一致 .
UQAOA算法的酉算子UHB

实现的电路深度与完全图混

合算子相同，为O（n2）［12］.
3　算法描述

3. 1　初态制备

比较QAOA处理约束的两类方法，虽然基于QUBO
的方案中量子电路的深度较浅，但是量子交替算符方

案在相同的迭代深度下，取得的解的质量比基于QUBO
的方案高得多 . 这暗示了当可行解空间远远小于解集

的全空间（0~2n-1）时，将QAOA的演化过程限制在可行

解空间的好处很可能会超过量子交替算符方案中混合

哈密顿量对应电路的线性实现代价 . 所以，SG 算法采

用了量子交替算符方案类似的实现思路 .

图1　酉算子Unk的构成
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然而，使用量子交替算符方案在解决某些问题时

仍会存在表征最优解的量子态对称性问题 . 这种对称
性在图分割问题上具体表现如下：xstr = “111000”和 x̄str =
“000111”（x̄str 由 xstr 的按位取反得到）虽然是两个不同
的最优解，但它们属于同一种分割方案，即目标函数

Cmin =C ( x̄str) =C ( xstr). 于是，xstr 对应的量子态 | x =

|111000 与 x̄str对应的量子态 | x̄ = |000111 的均匀叠加

态 (| x + | x̄ )/ 2 就呈现了这种对称性问题 .
所以，在初态（可行解的集合）的制备中应该去除

掉上述这种情况 . 于是，我们提出了一种初态的构造方
法，具体如下：设Ω是问题的可行解集，xx̄ÎΩ，其中 x̄

是 x的位反，通过去除 x̄，保留 x，构成新的可行解集ΩN.
这 样 ，就 能 在 低 深 度 量 子 电 路 构 造 初 态 . 比 如

Greenberger-Horne-Zeilinger（GHZ）类 的 G3 态 (| D3
1 -

| D3
2 )/ 2，因为其量子态的高度纠缠，所以无法使用低

深度量子电路制备，而 G3态中的 | D3
1 或 | D3

2 却可以 .
因此，SG算法的初态可以构造为

|s =
1

||ΩN

∑
xÎΩN

| x （9）

对于图分割问题，由于其所有可行解对应的量子态

的权重都相等，我们可以使用Dicke态来构造初态，即

|s = | Dn
k （10）

这里 k = n/2. 尽管可以使用 Dicke 态构造初态，但使用

新的初态构造方法还能进一步的简化量子电路 . 在图

分割问题上，式（3）中的 | Dn - 1
k - 1 ⊗ |1 和 | Dn - 1

k ⊗ |0 的

量子态个数相同，并且 | Dn - 1
k ⊗ |0 中的任意一个量子

态都可以在 | Dn - 1
k - 1 ⊗ |1 中找到其对称态可以得到证

明 ，具 体 证 明 过 程 见 附 录 A. 因 此 ，这 里 选 择

| Dn - 1
k ⊗ |0 作为SG算法的初态，即

|s = | Dn - 1
k ⊗ |0 （11）

具体的初态制备的量子电路可以参考第 2.1 节中介绍

的 Dicke态制备的量子电路，只需在前 n-1个量子位中

应用制备 | Dn - 1
k 的量子电路以及第 n个量子位保持 |0

不变即可 . 图 2给出了 6量子位的初态制备量子电路 .
和式（11）相比，式（10）量子线路减少了一个分裂循环

移位酉算子SCSn，k，使其使用的量子门数降低了 k个，提

高了初态制备的精度和速度 .

3. 2　星图及其量子电路

星图（SG）是图论中最规则的结构之一，它代表了

不规则图和复杂图的局部树结构 . 大小为 N 的星图由

一个中心点和 N-1个叶节点组成 . 所有叶节点都连接

到中心节点，叶节点之间没有连接 . 对于 NP难的组合

优化问题，一般很容易找到一个可行解 x*，如果该问题

的可行解集合ΩN 可以很容易得到，那么选择 x* 作为中

心节点，SG算法的哈密顿量HB可以构造为

HB = ∑
xx* ÎΩN x ¹ x*

| x x*| + | x* x| （12）
从式（12）可知，HB是一个秩为 2的低阶哈密顿量，

其非零本征值 λ± =± N - 1，对应的本征态为

|ν± =
1

2 (|x* ±
1

N - 1
∑

xÎΩN x ¹ x*

| x ) （13）
其中，N 是可行解集ΩN 中可行解的个数 . 本征值和本

征态的求解过程详见附录B.

对于图分割问题，星图算子UHB( βt) = e-iβt HB 的实现

过程如下：

e-iβt HB = e-iβtWΛW †

= ∑
m = 0

¥ ( )-iβt

m( )WΛW † m

m！

= ∑
m = 0

¥ ( )-iβt

m

m！
WΛmW †

=W ∑
m = 0

¥ ( )-iβt

m
Λm

m！
W †

=We-iβtΛW †

=W ( I - ( )1 - e-iβt λ+ ( )|000 000|

)-(1 - e-iβt λ- )(|010 010|) W †

（14）

其中，酉算子W实现了 |000 ⟼|ν+ ，|010 ⟼|ν- ，Λ

是一个对角阵，非零对角元素为 λ+和 λ-.

注: l n -门是Y旋转RY (2 arccos l n )的缩写,将 |0 映射到 l n |0 + (n - l)/n |1  

图2　初态 | s = | D5
3 ⊗ |0 的量子电路
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为了实现W的量子电路，根据式（13），我们设计一

个酉算子Un，Un的功能如下：

|000 ⟼ |x* （15）
|010 ⟼ 1

N - 1
∑

xÎΩN x ¹ x*

| x （16）
由此将如何实现W转化为了如何实现 Un 的问题，从

式（16）中可以观察到，1/ N - 1 ∑
xÎΩN x ¹ x*

| x 是可行解

集ΩN 中除了中心点 x* 外的所有可行解的均匀叠加，而

初态是可行解集 ΩN 中所有可行解的均匀叠加，即

1/ N ∑
xÎΩN

| x ，这两者基本相同 . 所以，Un可以根据初

态制备的量子电路实现 .
图 分 割 问 题 的 初 态 制 备 的 量 子 电 路 将

|0
⊗n - 1 - k

|1
⊗k

|0  1/ N ∑
xÎΩN

| x . 要实现 Un，我们采

取以下步骤来完成：

（1） 使 用 k-1 个 多 控 X 门 ， 将

|0010 ⟼ |0
⊗n - 1 - k

|1
⊗k

|0 .
（2）对 初 态 的 量 子 电 路 进 行 修 改 ，通 过 修 改

RY旋转门的参数以及去除被选为中心点的可行

解 x*，输出可行解集 ΩN 中除中心点 x* 外的所有可

行 解 的 均 匀 叠 加 ，最 终 完 成 |0
⊗n - 1 - k

|1
⊗k

|0   
1/ N - 1 ∑

xÎΩN x ¹ x*

| x . 整个过程使用酉算子USn
进行表示.

（3）使用 k个多控X门，将 |000 ⟼ |x* .
酉算子Un的实现过程如图 3所示 . 酉算子W可由

H门和Un构成，首先在第 n-1 位量子位上应用一个H

门，产生 ( )|00 0 ± |010 2，然后使用酉算子Un，

就完成了W的量子电路，整个过程如图4所示 .

星图算子 e-iβt HB 可以看作在星图上的量子行走 . 那

么在星图上进行量子行走的电路设计如下：首先，使用

W †将输入的计算基转换为星图本征态；其次，在第 n-1

位量子比特中作用上由除最高位的其 他 量 子 位 为

|0 所 控 制 的 RZ 旋 转 门 RZ ( - 2βt λ+) = RZ ( -

2βt N - 1 )；最后，再使用W将其转换回计算基 . 以上

步骤实现了在星图上的量子行走 . 由于H门和RZ门可

以由RX门替代，所以整个量子电路如图5所示 .

星图算子的量子电路深度跟初态制备的量子电路

深度相关 . 对于图分割问题，我们使用 Dicke态制备的

量子电路，其量子电路深度为O（n），那么图分割的星图

混合器的量子电路的深度也为O（n）.
3. 3　星图算法在 IBM Q上的量子电路

量子算法在具体量子计算硬件上的实现需要至少

考虑3个步骤：

（1）量子门（酉矩阵）分解为单量子门和双量子门

一般说来，开发商提供的编译器，如 IBM 的 Qiskit
可以直接将酉矩阵编译成量子电路执行，但很多时候

编译器对底层硬件的抽象能力有限，生成的量子电路

执行结果不好［36］. 想要在量子计算硬件上获得较好的

执行结果，需要将量子门分解为底层的单量子门和双

量子门 . IBM 的多数量子计算硬件仅支持 5 种原生门

（CNOT，I，RZ，SX，X），如何将量子电路表示成这 5 种

原生门是需要面对的第一个问题 .
（2）特定量子架构的优化

针对特定量子架构的优化被称为量子位分配［37］，
通常指将逻辑量子位映射到特定硬件上的物理量子位

及将逻辑量子门映射为物理量子门 . 在 IBM 量子计算

硬件上需要考虑连接拓扑结构、门的成功概率、量子位

串扰限制等因素 .
（3）抑制噪声引起的错误

抑制噪声引起的错误是目前量子计算硬件所面临

的主要问题 . 目前解决该问题的可行方法是 QEM

图3　Un的构造及其Un的构造实例

图4　酉算子W的构造

图5　星图算子 e-iβt HB 的量子电路
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（Quantum Error Mitigation），即通过经典的处理技术来

抑制误差［38］. QEM技术大致可分为两类：一类是零噪声

外推［39，40］. 在已知物理噪声模型的各种有效噪声下，通

过回归步骤（外推）获得无噪声模型期望值的模型参

数；另一类是基于门集断层扫描的概率误差消除［41，42］. 该
类方法结合了线形独立的基集运算和门集断层扫描，通

过系统地测量误差的影响来完全消除局部马尔可夫误差

的影响，而且不需要事先知道精确的物理噪声模型 .
从以上步骤中可以看出，量子算法在具体量子计

算硬件上的实现，不仅要考虑上层逻辑电路的生成和

优化，还需要关注底层物理量子位的布局 . 彻底全面地

解决这一问题是一个异常复杂的过程 .
为了更好地阐述算法在 IBM Q上的电路生成与优

化，我们通过一个非常简单的的图分割问题实例（图 6）
进行说明 .

根据第 3.1节初态制备及第 3.2节 SG 算子 e-iβt HB 对

应的量子电路生成方法，该图分割问题所对应的 SG算

法在 IBM Q上的量子电路如图7所示 .

上面的电路在 IBM Q的模拟器和实际的量子计算

硬件上执行后，模拟器上的运行结果和理论分析结果

一致，但是算法在具体量子计算硬件上表现不尽如人

意，还需进一步对图 7中的量子电路进行优化 . 附录 C
中给出了进一步优化过程的某些步骤 .
4　实验及讨论

为了证明本文所提算法的优越性，本节设置了几

组对比实验，从不同的角度论证本文算法的优势 . 为了

评估算法性能，本文使用了文献［1］和文献［34］中提到

的近似比的概念，其定义为

r =
minxC ( )x

βγ|HC|βγ
（17）

其中，minxC ( x)表示优化函数C（x）的最小值 .
4. 1　四种算法在对称性消除前后的性能比较

为了验证对称性对 QAOA 算法性能的影响，我们

使用本文提出的新量子态构造方法（对称性消除后对

应的量子态构造方法）与原量子态构造方法（对称性消

除前对应的量子态构造方法）分别在环形算法、完全图

算法、UQAOA算法和SG算法进行实验对比 .
实验结果表明（表 1），四种算法在对称性消除后的

近似比高于对称性消除前的近似比，在 p = 1，p = 3，p = 5

和p = 7时，分别提升了7.83%，3.3%，4.23%，5.65%. 这不

仅验证了Bravyi等人提出的表征解的量子态的对称性编

码会限制QAOA算法性能［16］，同时也说明了当消除对称

性（纠缠）后，QAOA算法性能会有进一步的提升 .

4. 2　SG算法与其他算法的比较

为了评估 SG 算法的性能，我们将其与第 2.2 节提

到的四种算法进行比较 .
图 8 给出了 SG 算法、标准 QAOA 算法、环形算法、

完全图算法和UQAOA算法在 6个顶点的随机图上的算

法性能对比 . 可以看出，SG 算法取得的近似比明显优

于标准QAOA算法，平均约有 25.2%的性能提升 . 与环

形算法、完全图算法和UQAOA算法相比，虽然 SG算法

的性能在 p ≤ 2时的近似比略低，但随着 p值的增大，其

图8　SG算法与其他四种算法近似比对比图

 

1 2 3 4

图6　简单的图分割问题实例,红线表示最佳分割

图7　图分割问题实例所对应的SG算法在 IBM Q上的量子电路

表1　四种算法在对称性消除前和消除后的近似比对比

算法

环形算法 + 前
环形算法 + 后

完全图算法 + 前
完全图算法 + 后

UQAOA + 前
UQAOA + 后
SG算法 + 前
SG算法 + 后

p = 1
0.722
0.763

0.726
0.726

0.749

0.733
0.685
0.689

p = 3
0.810
0.872

0.828
0.850

0.822
0.850

0.803
0.857

p = 5
0.845
0.950

0.872
0.933

0.853
0.907

0.852
0.924

p = 7
0.884
0.989

0.914
0.961

0.912
0.974

0.897
0.993

注：“前”表示对称性消除前；“后”表示对称性消除后 .
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取得的近似比达到甚至超过它们 .
SG算法的量子电路实现代价为O（n），与环形算法

相同，低于完全图算法和 UQAOA 算法的 O（n2），同时

SG算法中星图算子复用了初态制备的量子电路，大大

简化了算法的电路设计 .
更重要的一点是，SG 算法处理约束的通用性更

强 . 对于复杂度属于NP-hard的优化问题，一般来说，比

较容易找到一个可行解，将这个可行解作为星图算子

的中心，只要能够构造出所有可行解的叠加态（对于NP
问题，可在多项式时间构造），那么就可以利用 SG算法

求解，而不像其他算法要考虑约束的具体形式，选择

（构造）合适的HB算子 .
4. 3　SG算法中心点的选取对算法性能影响的比较

因为 SG算法的中心点是任意选取的可行解，所以

其选择会对算法的性能有影响 . 图 9给出了 SG算法选

取不同中心点取得的近似比 .

从图 9可以看出，当算法选取的中心点恰好为最优

解时，算法性能最优，级数 p很小时，就取到很高的近似

比 . 但在实际应用中，选取SG算法的中心点恰好为算法

的最优解的概率很小 . 但从图中可以看出，只要增加迭代

次数（级数p），SG算法依然可以取得非常高的近似比 .
5　结论

在 QAOA 框架中，表征解的量子态所使用的二进

制编码方案会产生对称性问题，该问题限制了 QAOA
算法的的性能 . 为了解决该问题，本文提出了新的初态

制备方法消除了现有编码方案中量子态的对称性，使

算法性能有了进一步提升 . 同时，本文还给出了星图

（SG）算子及其对应的 SG 算法，并针对图分割问题，设

计了 SG算法具体的量子电路 . 在 IBM Q上的实验结果

显示，SG算法与标准 QAOA算法相比，平均约有 25.3%
的性能提升；与环形算法、完全图算法和 UQAOA 算法

相比，线路简单代价较低 . 我们认为，星图算法有更广

的适用性，未来我们将在更多的约束优化问题上尝试

使用 SG算法，并进一步将其应用到诸如量子机器学习

等更加实际的问题中 .
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附录A

命题 1 当 k =
n
2

时，C k - 1
n - 1 =C k

n - 1，且式（3）中的

| Dn - 1
k - 1 ⊗ |1 和 | Dn - 1

k ⊗ |0 中的量子态是对称的 .
证明 在图分割问题上，k =

n
2
，于是 C k - 1

n - 1 =C
n
2
- 1

n - 1 ，

C k
n - 1 =C

n
2

n - 1. 由 组 合 数 的 互 补 性 质 可 知 ，C
n
2
- 1

n - 1 =

C
n - 1 - (

n
2
- 1)

n - 1 =C
n
2

n - 1，故C k - 1
n - 1 =C k

n - 1.
要证 | Dn - 1

k - 1 ⊗ |1 和 | Dn - 1
k ⊗ |0 中的量子态是对

称的，只需证当l ¹ n - l时| Dn
l 和| Dn

n - l 中的量子态是

对称的 .
数学归纳法：

当 n = 1 时，| D1
1 = |1 ，| D1

0 = |0 ，成立；当 n = 2 时，

| D2
0 = |00 ，| D2

2 = |11 ，成立；假设当 n =m时，成立；当

n =m + 1时，

| Dm + 1
l =

l
m + 1

| Dm
l - 1 ⊗ |1 +

m + 1 - l
m + 1

| Dm
l ⊗ |0

（A-1）
|

|

|
||
|
|
|
Dm + 1

m + 1 - l =
m + 1 - l

m + 1

|

|

|
||
|
|
|
Dm

m - l ⊗ |1

+
l

m + 1 | Dm
m + 1 - l ⊗ |0

（A-2）

我们看到，| Dm
l ⊗ |0 和 | Dm

m - l ⊗ |1 中的量子态满足

对称，| Dm
l - 1 ⊗ |1 和 | Dm

m + 1 - l ⊗ |0 同样满足 . 于是，

我们可以得出，当l ¹ n - l时| Dn
l 和| Dn

n - l 中的量子态

是对称的 . 故可得出，| Dn - 1
k - 1 ⊗ |1 和 | Dn - 1

k ⊗ |0 中的

量子态是对称的 .
证毕

附录B
由式（12）可知，HB 根据中心点的不同，其矩阵形

式也有所不同，但是求本征值和本征态的方法是相似

的 . 我们使用以下形式的 HB（中心点为 xi）来证明

式（13）.

则HB的特征方程为

|| λE -HB = λ2n -N 

|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

||

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

| λ

-1


-1

λ


0

-1


0

 
-1

 
 λ N

= 0   （B-1）

将右侧行列式的第 i行和第 0行交换，第 i列和第 0列交

换，可得
|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

||

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

| λ

-1


-1

λ


0

-1


0

 
-1

 
 λ N

=

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| λ -1
-1 λ

 -1
0


-1 0

 
 λ N

   （B-2）

则| λE -HB |可变为

|| λE -HB = λ2n -N 

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| λ -1
-1 λ

 -1
0


-1 0

 
 λ N

= 0 （B-3）

其中，n为量子比特数，N为ΩN 中可行解的个数，| × |
N
表

示N阶行列式 .

令det (Nj ) =
|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| λ -1
-1 λ


-j

0


-1 0

 
 λ N

，我们给出以下命题 .

命题2 det (Nj ) = λN - 2( λ2 - j -N + 2) (N ≥ 2).
证明 数学归纳法：当 N = 2 时，det (2j ) = λ2 - j =

λ2 - 2 (λ2 - j - 2 + 2)，成立；当 N = 3 时，det (3j ) = λ ( λ2 - j -

1) = λ3 - 2 (λ2 - j - 3 + 2)，成立；假设当N = k时，成立，则有

det (kj ) = λk - 2 (λ2 - j - k + 2)；当 N = k + 1 时 ，det (k +

1j ) =
|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| λ -1
-1 λ


-j

0


-1 0

 
 λ k + 1

，对其进行如下变换：

 det ( )k + 1j =

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| λ -1
-1 λ


-j

0


-1 0

 
 λ k + 1

= rk + 1 - rk

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| λ -1
-1 λ


-1 -j

0 0


0 0

 
 -λ λ k + 1

= ck + 1 + ck

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| λ -1
-1 λ


-1 - j -j

0 0


0 0

 
       0   λ k + 1

 

图B1　星图所对应的HB的一般形式
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                       = λ 

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| λ -1
-1 λ


-1 - j

0


-1 0

 
 λ k

= λ det ( )kj + 1

                 = λ λk - 2( )λ2 - j - 1 - k + 2

                   = λk + 1 - 2 [λ2 - j - (k + 1)+ 2]

                 （B-4）

证毕

因此，由命题2可知，

|| λE -HB = λ2n -N 

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| λ -1
-1 λ

 -1
0


-1 0

 
 λ N

= λ2n -N det ( )N1

= λ2n -N λN - 2( )λ2 - 1 -N + 2

= λ2n - 2( )λ2 -N + 1 = 0

（B-5）

所以，HB的非零本征值为 λ =± N - 1 .
根据本征值 λ，其本征态可以通过 (HB - λE ) x = 0 进行

求解 . 这里以 λ+ = N - 1 为例，求解其对应的本征态

|ν+ . 将 λ+ = N - 1 代入(HB - λE ) x = 0得

HB - λ+E =
é
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ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
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ú

ú
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ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
-λ+ 


0 

0


-λ+

0  0  0  0
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0


1
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
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
0
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1

1
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®
经过一系列矩阵行变换
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ú
1 


0 

0


1

0  0  0  0

0


0


0

0

1 - N - 1

0

1 -1

0

1

于是，基础解为

x = (01 N - 1 1  10) T

，将其进

行单位化，得

x = (0
1

2 ( )N - 1
 

1

2


1

2 ( )N - 1
 

)1

2 ( )N - 1
0

T

（B-6）
其用标准正交基表示为

x =
1

2 ( )N - 1
x0 + +

1

2
x i + +

1

2 ( )N - 1
xN - 1

（B-7）
其 中 ，x0 = (0 10000) T

 xN - 1 =

(000010) T
，即 x0 中的 1 在第 x0 位，

 xN - 1中的1在第  xN - 1位 . x的量子Dirac表示为
|

|

|

|
||
|
|
x =

1

2 ( )N - 1
| x0 + +

1

2
| xi +

+
1

2 ( )N - 1
| xN - 1

=
1

2 (| xi +
1

N - 1
∑xÎΩN 

x ¹ xi

| x )
（B-8）

由于 |xi 为中心点，故 | x 为 λ+ = N - 1 对应的本征

态为
|

|

|

|
||
|

|
ν+ =

1

2 ( )|x* +
1

N - 1
∑xÎΩN 

x ¹ x*

|x （B-9）

同理，λ- =- N - 1 对应的本征态为
|

|

|

|
||
|

|
ν- =

1

2 ( )|x* -
1

N - 1
∑xÎΩN 

x ¹ x*

|x （B-10）

综上，非零本征值 λ± =± N - 1，对应的本征态为
|

|

|

|
||
|

|
ν± =

1

2 ( )|x* ±
1

N - 1
∑xÎΩN 

x ¹ x*

|x （B-11）
即式（12）得证 .
附录C

在正文中，我们讨论了量子算法在具体量子计算

硬件上的实现所需的步骤 . 根据我们的实验结果，将复

杂量子门分解为特定硬件支持的单量子门和双量子门

有利于提升电路的运行结果 . 下面的电路示例给出了

我们使用的优化分解方法 .
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第 6 期 袁志强:一种求解图分割问题的量子近似优化算法

CCRY门分解：

CRY门分解：

RY门分解：

CCRX门分解：

CRZ门分解：

Toffoli门分解：

图C1　CCRY门转化为RY门和CNOT门

图C2　CRY门转化为RY门和CNOT门

图C3　RY门分解为SX门、SX†门和RZ门

图C4　CCRX门分解为H门、CNOT门和CRZ门

图C5　CRZ门分解为CNOT门和RZ门

图C6　Toffoli门分解为H门、CNOT门、T门、T †门和S门
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将图 7中的量子电路采用上面的方法分解为原生

的量子门后，对应的量子电路如下图所示 .
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图C7　图7中的量子电路使用优化分解方法后得到的量子电路
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